THEORIE DE GALOIS DES EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES 

LOTFI SAIDANE 

Abstract. Let & be a differential field and C its sub field of con- 
stants. In general a differential extension K of k add some new 
constants to C, and it is difficult to prove that C stay unchangeable 
under the extension K; This situation is provided by the Picard- 
Vessiot extension. Kolchin [S] prove the theorem of existence and 
unicity for these extensions. The aim of this paper is to prove 
Kolchin theorem and other results, in a simple manner, by means 
of the theory of models and logic. 

RESUME: Soit k un corps differentiel et C son sous corps des 
constantes. En general une extension differentiel K de k modific 
le corps des constantes C de k. Prouver que K ne modifie pas C 
est un probleme assez difficile en algebre differentiel. Les exten- 
sions de Picard-Vessiot constitue un exemple de cette situation. 
Kolchin [5] a montre le theoreme d'existence et d'unicite, a iso- 
morphisme pres, des extensions de Picard-Vessiot sous la condition 
que le corps C est algebriquement clos. Dans ce travail on utilise 
la theorie des corps differentiellements clos (Theorie des modeles), 
pour montrer l'existence et l'unicite, a isomorphisme pres, des ex- 
tensions de Picard-Vessiot. On calcul ensuite le groupe de Galois 
differentiel de certaines extensions particulicrc. Enfin, on montre 
quelque theoremes generaux de la theorie de Galois differentielle 
par les memes techniques. 



1. Notations Et Preliminaires 

Un anneau differentiel, est un anneau commutatif A, muni d'une 
derivation, e'est a dire d'une application 5 : A — > A satisfaisant pour 
tout x et y dans A, 5(x+y) = 5x+5y et S(xy)= xSy+y5x. Par exemple, 
l'anneau des fonctions meromorphes sur C muni de la derivation d/dz; 
l'anneau des series formelles sur un corps k (quelconque), k[[x]] muni 
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de la derivation d/dx; sont des anneaux differentials. On appelle con- 
stante de A, les elements de A de derivee nulle. Les constantes forment 
un sous anneau de A. On appelle ideal differentiel de A, tout ideal / 
de A verifiant SI C /. Si A est anneau differentiel integre sa derivation 
s'etend de maniere unique a son corps des fractions. Naturellement un 
corps differentiel est un corps muni d'une derivation. Les constantes 
d'un corps differentiel constituent un corps. Pour la suite de ce tra- 
vail, on ne considere que des corps differentiels de caracteristique zero. 
Soit k un corps differentiel, on note par k{x} l'anneau k[x, x', x", 
x^ n \ ...], oun G N, des polynomes en une infinite denombrable de vari- 
ables, muni de l'unique derivation prolongeant celle de k, qu'on note 
d, verifiant pour tout n G N, dx^ = x^ n+1 \ On appelle "type" en une 
variable a coefficient dans k, tout ideal differentiel premier de k{x} dis- 
tinct de k{x}, ce dernier est exclu de l'ensemble des ideaux differentiels 
premiers. Soient K D k une extension de corps differentiel, a et b deux 
element de K. On dit que a et b ont "meme type" sur k, s'il existe un 
isomorphisme entre k{a} et k{b} qui fixe les elements de k et associe 
d n a a d n b (n G N). L'application <p : k{x} — > k{a}, qui a P(x) as- 
socie P(a) est un homomorphisme d'anneau differentiel, son noyau est 
un ideal differentiel premier, qu'on note par I a (ideal des equations a 
coefficients dans k satisfaites par a). On a, k{a} ~ k{x}/I a et le corps 
des fractions de k{a}, soit k(a), est isomorphe au corps des fractions 
de k{x}/I a . Deux elements a et b dans K D k, ont alors "meme type" 
sur k si et seulement si I a = lb. L'ideal I a est appele type de a. Tout 
ideal differentiel premier de k{x} est le type d'un element a dans une 
extension differentielle de k. L'ensemble des types en une variable a 
coefficients dans k ( ou encore 1 — type) est note S\(k). 

1.1. Topologie de S\(k). Soit P un element de k{x}, on note par (P) 
l'ideal, au sens habituel, engendre par P et ses derivees successives, 
c'est le plus petit ideal differentiel contenant P. Plus generalement, si 
V est un ensemble de polynomes differentiels de k{x}, l'ideal (V) est 
le plus petit ideal differentiel contenant V . 

Dfinition 1. On appelle ordre de P G k{x}\k, le plus grand ordre de 
la derivee de x qui intervient dans P. 

Par convention, le polynome nul n'a pas d'ordre et les elements de 
A;*sont d'ordre —1. 

Dfinition 2. Soit P G k{x} d'ordre n > 0, on appelle separante de P , 
et on note Sp le polynome 5P/5x^ n \ 

La separante de P est un polynome non nul et d'ordre inferieur 
ou egal a celui de P. Si P et Sp sont d'ordre egal a N, alors le 
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degre partiel en dans Sp est strictement inferieur a celui de P. 
D'oii, un polynome ne divise pas sa separante. Soit P un polynome 
differentiel d'ordre N > 0, sans facteur commun avec sa separante, 
alors l'ideal differentiel (P) ne contient pas de polynomes differentiels 
d'ordre strictement inferieur a iV et ses elements d'ordre N sont multi- 
ples de P, voir [H E] pour une demonstration de ce resultat et des deux 
Lemmes qui vont suivrent. 

Lemme 1. Soit P un polynome differentiel irreductible d'ordre N > 0. 
On considere V ensemble I{P), des plynomes differentiels Q verifiant 
pour m assez grand (Sp) m Q G (P). Alors I(P) est un ideal differentiel 
premier contenant P et ne contenant aucun element d'ordre strictement 
inferieur a N. Les elements d'ordre N de I(P) sont multiple de P. 

Preuve. Pour la demonstration voir [3] □ 

Lemme 2. Tout ideal differentiel premier non nul est de la forme I(P)- 

Preuve. Pour la demonstration voir [3] □ 

Proposition 1. L'ideal I(P) est le plus petit ideal differentiel premier 
contenant P et ne contenant pas Sp. 

Preuve. Soit / un ideal differentiel premier contenant P et ne contenant 
pas Sp. Soit Q G I(P), il existe alors m dans N tel que SpQ G (P), 
comme S P <£ I D (P), alors Q G I et I(P) Cl. □ 

Exemple 1. Si P = (X') 2 — 2X est dans k{x}, P est irreductible 
independamment du corps k choisi. Sa separante Sp = 2X f . En vertue 
de la discussion precedant le Lemmel, l'ideal differentiel (P) ne con- 
tient pas Sp. Tout ideal differentiel qui contient P et Sp contient X, le 
plus petit etant (X) (Ix = (X)). On remarque que l'ideal differentiel 
(X) Ip, car sinon X'serait dans Ip. Le polynome derivee de P, P' = 
2X'X V - 2X' = 2X'(X" - 1), comme I P est premier et X' £ I P alors 
X" — 1 G Ip mais X" — 1 ^ (X) et Ip (X). L 'intersection des ideaux 
differentiels Ip et (X), etant un ideal differentiel contenant (P) et ne 
contenant pas Sp, de la proposition 1 on deduit que (P) = Ip n (X). 

En general, avec la condition d'irreductibilitee, les ideaux differentiels 
Iq et (Q), sont identiques. L'exemple precedent etablit une situation 
de difference. 

Les ideaux differentiels premiers sont de la forme Ip, oil P est un 
polynome differentiel irreductible (Lemme 2). On a une bijection entre 
Si(k) et l'ensemble des polynomes differentiels irreductibles. 
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Proposition 2. Tout ideal differentiel premier qui contient un polyndme 
differentiel irreductible P d'ordre N > et qui n'est pas Ip contient un 
element d'ordre strictement inferieur a N. 

Preuve. Soit I un ideal differentiel premier, d'apres le lemme 2, il existe 
alors un polynome differentiel irreductible Q tel que I — Iq. Comme 
l'ordre de Q est inferieur oil egal a N, car P £ I et le lemme 1. On 
Suppose que l'ordre de Q est egal a N, le polynome Q diviserait alors 
P, ce qui contredit le fait que P est irreductible. □ 

Remarque 1. Soit a un element d'une extension differentielle K de 
k. Supposons que le type de a sur k est Ip, ou P est un polyndme 
differentiel irreductible d'ordre N > 0. Alors N est le degre de tran- 
scendance au sens algebrique du corps k(a) sur k. 

Soit P un polynome differentiel irreductible de k{x}, on considere 
l'ensemble Op — {I £ S±(k) / P £ /}. On munit S\{k) de la topologie, 
appellee topologie de Stone, dont une base d'ouverts est constitute par 
l'ensemble des Op. 

Proposition 3. L'ensemble S\{k) est compact et les ouverts fermes de 
Si(k) sont exactement les Op. 

Preuve. Voir [2] □ 

Dfinition 3. soit K un corps differentiel, K est dit differentiellement 

clos si tout systeme de la forme: { Qr%\ _^ q 

ou l'ordre de Q est strictement inferieur a celui de P, a coefficients 
dans K a une solution dans K. 

Exemple 2. { X x > X ~ jj 

On remarque qu'un corps differentiellement clos est agebriquement 
clos. II suffit de considerer un systeme constitue par une equation 
polynomiale, c'est a dire d'ordre et une inequation constante, d'ordre 
-1. 

Lemme 3. Tout corps differentiel se plonge dans un corps differentiellement 
clos. 

Dfinition 4. Le wronskien de n elements yx,...,y n dans un anneau 
differentiel est le determinant de la matrice de wronsky 

2/1 2/2 ■■■ Vn 

y[ v'i ■■■y'n 

(n-l) (n-1) (n-l)r, 

y\ y 2 ■■■ Vn 
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Thorme 1. Soit K un corps differentiel, son corps des constantes etant 
C ; n elements de K sont lineairement dependants sur C si et seulement 
si leurs wronskien est nul. 

Proof. Supposons que y\,...,y n sont lineairement dependants sur C. 
Soit Ci, C n , non tous nul, dans C tel que X^=i ^iVi = 0- ^n 
derivant cette equation (n — 1) fois, on obtient alors n equations en 

(Ci, C n ) de la forme Yli=i ^iV"P = 0> j — 0,1, n — 1. Comme 
ce systeme admet une solution non triviale (Ci,...,C n ) on deduit que 
le wronskien de (yi, y 2 , y n ) est nul. Pour prouver la reciproque, 
supposons que le wronskien de (yi, y2, y n ) est nul. On peut alors 
trouver dans K n une solution non triviale (Ci, C 2 , C n ) du systeme 
Y^i=i CiUi^ = 0' j = 0, n — 1. Sans pertes de generalites, on peut 
supposer que C\ — 1 et le wronskien de (1/2, ■■■,y n ) non nul. En effet, K 
est un corps, on peut multiplier par l'inverse de C\ (suppose non nul) 
le systeme d'equations. Si le wronskien de (y 2 , ■■■,y n ) est nul, on peut 
trouver dans K n ~ x une solution non triviale (C2, ...,C n ) du systeme 

Y^i=2^iVi^ = 0? J = 0) 1) ••••5 n — 2. On peut supposer que C 2 = 1, 
pour les memes raisons que precedemment, le wronskien de (y 3 , ...,y n ) 
est soit nul, soit non nul. Si pour tout k = 1, n — 1 le wronskien de 
{yk, ■■■,y n ) est nul, par le procede deja utilise, on obtient des solutions 
{Ci} i = 1, 2, n — 1 du systeme qui sont egales soit a zero soit a 1, 
ainsi que le systeme: 

f Vn-i + c n y n = 
\ y'n-x + c n y' n = 

avec le wronskien de (y n _i,y n ) nul done y n -\y' n — y' n _iy n = 0. Comme 
C„ = -^onaC; = _ y' n -^-y n -iy' n = Q donc c t constante , 

n yn n y 2 n , 

et le systeme (y±, ...,y n ) est lineairement dependant sur les constantes. 
S'il existe k — 1, ...,n — 1 tels que le wronskien de {y^, ...,y n ) soit non 
nul, on derive (n— 1) fois l'equation yi+C 2 y2 +•••+ Cfe-i2/fc-i+---+ C n y n 
ou Ci, Ck-i sont soit zero soit 1. De l'hypothese sur le wronskien de 
(yi, 2/2, y n ), on deduit l'existence d'une solution non triviale (C2, 
C n ) du systeme homogene y[^ + YH=2 Ciyf 1 = 0, j = 0, n — 1. D'ou, 
apres simplification du systeme initial on obtient, Y17=k C[y\^ = 0, 
j = 0,..., k — 1 comme le wronskien de y n ) est non nul, on 

deduit que C' k = C' k+l = ... = C' n = et les sont des constantes. □ 

2. Extension de Picard-Vessiot 
On considere l'equation differentielle lineaire homogene 
(*) V [n) + a lV {n - l) + ... + a n ^y' + a n y = 
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ou les coefficients tij sont dans un corps differentiel K. 
Soit Ui,...,u n des solutions de l'equation dans une certaine extension 
de K. On dit que (u\, ...,u n ) forme un syteme fondamental de solutions 
si leurs wronskien est non nul. 

Dfinition 5. Soit y( n > + ai?/™" 1 ) + ... + a n -iy' + a n y = une equation 
differentielle lineaire, les coefficients 0,4 sont dans K . 
On dit que le corps M ~D K est une extension de Picard- Vessiot de K 
si : 

1) M = K(ui, u n ) ou («!,..., u n ) est un systeme fondamental de 
solution. 

2) M a le meme corps de constantes que K 

2.1. Existence des extensions de Picard- Vessiot. Pour montrer 
l'existence des extensions de Picard- Vessiot on plonge K dans un corps 
differentiellement clos L (on peut prendre L = M(k) cloture differentielle 
de K, voir lemme 3 et pour plus de details 0] chapitre IV). On considere 
le systeme: 

J y (n) + a^-V + ... + a n y =0 

I y' 7^0 

Les coefficients sont dans L, on suppose que n > 1 (le cas n = 1 est 
trivial); puisque L est un corps differentiellement clos. Ce systeme 
admet une solution dans L notee u\. 
On considere ensuite le systeme 

f yW + a^-V + ... + a n y =0 
\ y'u x - u\y ^ 

Pour les memes raisons, ce systeme admet une solution U2 dans L. 
Par induction on obtient les solutions ui, U2, Ji ra -i, m < n. On 
considere, alors, le systeme 

f y(n) + aiy (n-l) + ... + an _ iyl + any = 

\ w(y,u h ...,u m _i) 7^ 

Ce systeme admet une solution notee u m , puisque w(y, Ui, u m -i) 
est une equation differentielle lineaire d'ordre (m — 1) en y. Comme 
m — I < n et L est differentiellement clos, le systeme precedent admet 
une solution notee u m dans L. (ui, u n ) est un systeme fondamental 
de solutions puisque w(u±, ■■■,u n ) 7^ 0. Montrons que dans la cloture 
differentielle, l'extension K(ui, u n ) est de Picard- Vessiot. Pour cela 
regardons le corps des constantes de K(u±, ...,u n ). 
On considere l'ouvert ferme pour la topologie de Stone de la forme 
(x' = 0) (voir Proposition 3 et pour plus de details |2J Proposition 
1, pagel-04), il contient d'une part les types des constantes de K 
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et d'autre par les types des elements constants transcendants sur K. 
Comme l'ensemble des 1-types S\{K) est compacte (Proposition 3) 
(x' = 0) est aussi un compacte puisqu'il est ferme dans Si(K). Comme 
les types des constantes sont isoles (puisqu'ils sont realises), le type 
de la constante transcendante est alors non isole dans S\ (K) car sinon 
(x' = 0) serait fini puisqu'il est compacte, ce qui contredit le fait que C 
est inflni. Seulement la constante transcendante est dans M(K), son 
type est alors isole dans Si(K); contradiction. 

On deduit alors que (x' = 0) contient les constantes algebriques sur 
K done algebrique sur C, suppose algebriquement clos, toutes les con- 
stantes sont alors dans C. 

Remarque 2. On peut se contenter de plonger K dans sa cloture 
differentielle cl(K) ("]!] ch.II) ga nous suffit pour la demonstration de 
V existence et de I'unicite des extensions de Picard-Vessiot. 

2.2. Unicite des extensions de Picard-Vessiot. 

Lemme 4. Siu = (u\, u n ) est un systeme fondamental de solutions, 
alors K(u)/K est une extension de Picard-Vessiot si et seulement si le 
type de u sur K est isole. 

Proof. Condition necessaire: K(u)/K est une extension de Picard- 
Vessiot, on plonge K{u) dans sa cloture differentielle M(K(u)) dans 
laquelle il n'y a pas de nouvelles constantes; de meme on plonge K 
dans sa cloture M{K) qui se plonge dans M(K(u). Montrons que u est 
done dans M(K). 

On sait qu'il existe un systeme fondamental de solutions v dans M(K) 
de fagon que K(v) soit une extension de Picard-Vessiot de K. Comme 
M(K) est plonge dans M(K{u)) par inclusion, alors u = av ou o 
est une matrice de constantes, done u appartient a M(K) puisque K, 
M(K) et M(K(uj) ont le meme corps de constantes. En conclusion le 
type de u sur K est isole dans S n (K): (car u est dans M(K)). 
Condition suffisante: Si le type de u sur K est isole alors K(u)/K est 
une extension "atomique" (voir [1] chapitre IV), on peut alors plonger 
K{u) dans la cloture differentielle de K. D'ou, dans K(u) il n'y a pas de 
nouvelles constantes, puisque dans la cloture differentielle de K il n'y a 
pas de nouvelles constantes. Comme u est un systeme fondamental de 
solutions, K{u)/K est une extension de Picard- Vessiot. Soit K{u)/K 
et K{v)/K deux extensions de Picard- Vessiot on peut les plonger dans 
la cloture differentielle de K puisque, d'apres le lemme 4, les types de 
u et de v sur K sont isoles dans S n (K). II existe done un isomorphisme 
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de la cloture differentielle qui transforme K{u) en K{v). Les extensions 
de Picard-Vessiot sont done uniques a un K-isomorphisme pres de la 
cloture differentielle. □ 

3. GROUPE DE GALOIS DIFFERENTIEL 

Dfinition 6. Soit M un corps differential et K un sous corps differentiel 
de M. Le groupe de tous les automorphismes differentiels de M fixant 
K est appelle groupe de Galois differentiel de V extension M/K, qu'on 
note G. 

Pour tout corps differentiel intermediaire L, on definit V comme le 
sous groupe de G forme par tous les elements qui fixent L. Pour tout 
sous groupe H de G on definit H' comme etant l'ensemble de tous les 
elements de M qui restent fixe par H, H' est alors un corps differentiel 
intermediaire entre K et M. 

Lemme 5. Soit K un corps differentiel de caracteristique zero, soit u 
un element dans une extension differentielle de K verifiant u' = a G K 
oil a n'est pas une derivee dans K. 

Alors u est transcendant sur K, K{u) est une extension de Picard- Ves- 
siot de K et son groupe de Galois differentiel est isomorphe au groupe 
additif des constantes dans K 

Proof. On suppose que u n'est pas transcendant sur K, i.e u verifie 
une equation polynomiale sur K. Soit u n + &i-u n_1 + ... + b n = (*) 
supposee irreductible. 

En derivant cette equation on obtient nu n ~ x a + b' l u n ~ 1 + ... = (car 
u! = a) tous les coefficients sont done nuls car on a suppose que (*) 
est irreductible, on a alors na + b[ = ce qui entraine a = —b[/n done 
a = (—bi/n)' ce qui contredit le fait que a n'est pas une derivee dans 
K ; u est alors transcendant sur K. 

Comme le type de u sur K est isole (car l'equation minimale de u 
est d'ordre 1 et u est transcendant sur K) K(u) est une extension de 
Picard-Vessiot de K. 

On remarque que (l,u) est un systeme fondamental de solutions, en 
effet (l,u) est solution de l'equation y" — ^y' = et w(l,u) = a ^ 0, 
a est non nul par hypothese puisque a n'est pas une derivee dans K. 
Soit a un i^-automorphisme differentiel de K(u), au verifie alors l'equation 
differentielle lineaire y" — —y' = et puisque (l,u) est un systeme 
fondamental de solutions au — u + c ou c appartient a C corps des 
constantes. D'ou, a chaque automorphisme differentiel est associe une 
constante. De meme si c est une constante, u et u + c sont solutions 
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de l'equaiton x' = a. lis ont alors un meme type sur K, K{u) est done 
isomorphe a K{u + c) par un if-isomorphisme differentiel qui associe 
u a (u + c), mais K{u + c) = K{u) car c G K; done a chaque constante 
est associe un automorphisme differentiel de K(u). 

□ 

Remarque 3. Si a est une derivee dans K, e'est a dire s'il existe 
b G K tel que b' = a, done si u est un element verifiant u' — a — b' , 
u appartient necessairement a K , K{u) est alors identique a K ; et le 
groupe de Galois differentiel de K{u) = K est reduit a Videntite. 

Lemme 6. Soit K un corps differentiel et u un element satisfaisant 
V equation y' — ay = 0, ou a appartient a K , on suppose que K{u) a 
le meme corps de constantes que K . Alors K{u) est une extension de 
Picard-Vessiot de K , et son groupe de Galois differentiel est isomorphe 
a un sous groupe multiplicatif du groupe des constantes non nul de K. 



Preuve. On a ici deux cas a etudier 

ler Cas. On suppose que pour aucun entier n on n'a dans K de 
solutions non nulles de y' = nay, alors la condition 

/ y' =ay 
I y t^o 

isole le type de u sur K si u est non nul et verifie y' = ay. En effet, si on 
suppose que u verifie une equation polynomiale a coefficients dans K, 
soit f{X) = X m + YlT=o a k% k - En derivant cette equation, on obtient 

m—1 

f\X) = ml" 1 " 1 !' + ^[a' k X + ka k X']X k - 1 

k=0 

Comme f(u) et f'(u) sont supposes nulles on a: 

m—1 

f'(u) — maf{u) = ^^Kfc + kaak — raaak\u k 

Si on suppose que f(X) est une equation de degre minimum verifiee par 
u, on deduit que a' k + kaak — maat = pour k = 0, 1,..., m — 2, m— 1. 
D'ou a' k — (m — k)aak pour k — 0, 1, m — 1. Comme par hypothese 
cette equation n'a pas de solutions dans K non nulles, les coefficients 
Ok sont alors nulles, et F(X) = X m . Ce qui entraine u m = 0, qui est 
absurde, il n'existe done aucun polynome a coefficients dans K qui est 
annule par u. 

I v — — av 

La condition < ^ isole le type de u sur K, d'apres le Lemme 
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4, K{u) est une extension de Picard-Vessiot de K. 
Pour toute constante c 7^ 0, cu est solution de l'equation y' = ay car 
(cm)' = cu' = acu, les elements u et cu ont le meme type sur K, K(u) 
est done isomorphe a K(cu) par un i^-isomorphisme differentiel qui 
envoie u sur cu. De meme si a est un automorphisme differentiel de 
K(u), au verifie l'equation y' — ay = on a alors (au/u)' = done 
era = cu ou c est une constante non nulle. 

Le groupe de Galois differentiel de l'extension K{u) est alors isomorphe 
au groupe multiplicatif des constantes non nulles de K. 
2-ieme Cas. 

Soit n le plus petit entier tel qu'il y'ait une solution non nulle dans 
K de y' = nay, soit j3. On remarque que u n est aussi une solution de 
y' = nay en effet: (u n )' = nu n ~ l u' = nu n a, car u' = au. On a done 
u n = cj3, ou c est une constante non nulle, u est alors algebrique sur K 
et X n — cf3 est le polynome de plus petit degre annule par u. En effet, 
s'il existe un polynome, a coefficients dans K, de degre strictement 
inferieur a n annule par u, soit X m + a kX k avec m < r on aura 

done, en faisant le meme calcul que dans le ler cas a' k = (m — k)aak 
pour k — 0, 1, , m — 1. Seulement n est le plus petit entier tel qu'il y 
ait une solution non nulle dans K de y' = nay, comme m — k < n car 
m < n, on deduit que les coefficients sont tous nuls et par ailleurs 
X™— cf3 est le polynome de plus petit degre a coefficients dans K annule 
par u. 

L'extension K{u) est une extension de Picard-Vessiot de K puisque u 
est different de zero et K(u) a le meme corps de constantes que K. 
De meme le groupe de Galois differentiel de K(u)/K est isomorphe 
au groupe des racines n-ieme de l'unite qui n'est qu'un sous groupe 
du groupe multiplicatif des constantes non nulles de K. En effet, si 
a est un automorphisme differentiel de K{u) fixant K, au doit etre 
solution de l'equation X n — c(3 = done au est egal au produit de u 
par une racine n'ieme de l'unite. On remarque ici qu'une racine n'ieme 
de l'unite est une constante car si e n = 1, on a en derivant ne'e n ~ l = 0, 
e' est alors nul. 

De meme pour toute racine n-ieme de l'unite e, u et eu verifient les 
memes equations. lis ont alors un meme type sur K. II existe done un 
fT-automorphisme differentiel de K{u) qui a u associe eu 

□ 

4. Groupes algebriques des matrices 

Soit F un corps et V un espace vectoriel de dimension n sur F, i.e 
l'ensemble des n-uples d'elements de F. Soit F[xi,..,x n ] l'anneau des 
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polynomes en n indetermines a coefficients dans F. On definit alors une 
topologie sur V, appelee topologie de Zariski, de la maniere suivante, 
comme base de fermes, on prend l'ensemble des zeros des ideaux de 
F[xi,--- ,x n ], c'est un ensemble clos par intersection quelconque et 
par reunion fini. Dans toute la suite quand on parle de continuity ou 
plus generalement de topologie sur un groupe G, on considere toujours 
la topologie de Zariski sur G suppose comme espace vectoriel. 

Lemme 7. Soit G un groupe muni de la topologie de Zariski. Si les 
multiplications a droite et a gauche ainsi que V application inversion 
sont des homeomorphismes de G dans G alors la composante connexe 
de I'identite est un sous groupe normal ferme. 

Preuve. Si G 1 est la composante connexe de I'identite elle est alors 
fermee (car Gi = Gi); G^ 1 est aussi connexe puisque c'est l'image 
continue d'un connexe, G^f 1 contient 1 alors G^f 1 est contenue dans 
G\. Si c G Gi alors cG\ est connexe et contient c, d'ou cG\ est contenu 
dans Gi, ainsi on a bien G\ est un sous groupe de G. Comme par 
hypothese pour tout x dans G, x~ l G\x est connexe (car image par une 
application continue d'un connexe) et contient I'identite, x~ x G\X est 
alors contenue dans G±, ainsi G\ est un sous groupe normal de G. □ 

Notation 1. K est un corps contenant une infinite d' elements. 
V est un espace vectoriel de dimension fini sur K. 
£ est un espace vectoriel des endomorphismes de V. 

Dfinition 7. Soit G un sous groupe du groupe des automorphismes de 
V , s 'il existe un ensemble S de fonctions polynomes sur £ tel que G soit 
compose de tous les automorphismes s de V verifiant P(s) = pour 
tout P dans S, on dit que G est un groupe algebrique d'automorphisme, 
S est dit ensemble de definition de G. 

Thorme 2. he groupe de Galois differentiel d'une extension de Picard- 
Vessiot est un groupe algebrique de matrices sur le corps des constantes. 

Lemme 8. Soit K un corps differentiel, C corps des constantes de K, 
M = K{u) une extension de Picard- Vessiot de K. II existe un ensemble 
S de polynomes a coefficients dans C tel que : 

1) A chaque isomorphisme differentiel de M/K est associee une matrice 
de constantes satisfaisant S. 

2) A chaque matrice non singuliere (kij) de constantes de M satisfaisant 
S est associe un isomorphisme differentiel de M/k envoyant U{ sur 
Y2j kijUj. 

Preuve. Soit I le type de u sur K (ideal differentiel premier de K[X] des 
equations annulees par u). Soit Xij i,j = 1, 2, n, n 2 indeterminees 
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sur M. L'application yi — > £\ x^-Uj definit un homomorphisme differentiel 
de if [£/] dans M[xy], l'image de I est un ideal differentiel de M[xij] note 
A. 

Soit uu a une base de l'espace vectoriel Mj C, on ecrit chaque polynome 
de A dans la base u a , les composantes sont des polynomes a coefficients 
constants, S est l'ensemble des composantes de tous les polynomes de 
A. 

1) Soit a un isomorphisme differentiel de Mj k (dans la cloture differentielle 
de if). 

au = (kij)u ou (kij) est une matrice de constantes, car u est un systeme 
fondamental de solutions, si on considere le compose de l'homomorphisme 
differentiel de if [y] dans K[u] qui a yi associe Ui et de a. L'image de I 
par cette composition est 0, car au a le meme type que u. On considere 
maintenant l'application de if [y] dans M[xy] qui a y^ associe x ij u j, 
composee avec l'application de M[xy] dans M qui a Xij associe k^. 
L'effet de cette composition est le meme que celui de l'autre composi- 
tion. L'image de I est alors et done l'image de A par l'application 
de Mfxjj] dans M qui a associe k^ est zero. Comme les k^ sont 
constants les composantes de chaque polynome de A sont nulles pour 
les k^. □ 

Pour la preuve du cas 2) on introduit le lemme suivant . 

Lemme 9. Si I et J sont deux ideaux differentiels premiers tels que 
I est contenu dans J et les degres de trans cendances de K[a]/K et 
K\b]/K sont finis et egaux. Alors I = J (a etb annulent respectivement 
les equations de I et de J). 

Proof. On note le degre de transcendance de K[a]/K par (K[a]/K). 
On a, K[a] = K[X]/I (traduit par l'homomorphisme differentiel de 
K[X] dans K[a] qui a Xi associe Oj, le noyau de cet homomorphisme 
est I) de meme K[b] =K[X]/J. 

On considere une base de transcendance de K[b]/K ( partie algebriquement 
libre maximale), soit {fli, f3 n }. On releve cette base de transcen- 
dance par l'homomorphisme de K[a] dans K\b] qui a a$ associe 6j, 
en une partie algebriquement libre, soit {cki, a 2 , a n }. C'est une 
base de transcendance de K[a]/K car les degres de transcendance de 
K[a]/K et de K[b]/K sont finis et egaux a n. On considere maintenant 
l'homomorphisme de if (a) [a] dans K(/3)[b], ou a = (a±, cx n ) et 

f3 = 02, Pn), qui n'est autre que le compose des homomorphismes 
de if (a) [a] dans if (j3)[a] qui a associe (3i et de l'homomorphisme de 
K(f3)[a] dans K(f3)[b] qui a a, L associe 6j. L'homomorphisme de if (a) [a] 
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dans K(/3)[b] est done un isomorphisme de corps puisque e'est un ho- 
momorphisme de corps (car a et b sont algebriques respectivement sur 
K(a) et K{(3) on a alors K(a)[a] = K(a)(a) et K(p)[b] = K((3)(b)) et 
tout homomorphisme de corps est un isomorphisme, puisque le noyau 
est un ideal, il est done soit reduit a l'element neutre de l'addition, soit 
le corps de depart tout entier. Ce qui veut dire que l'liomomorphisme 
est identiquement nul, done si on suppose que l'liomomorphisme de 
coprs est non identiquement nul e'est un isomorphisme. Finalement 
l'isomorphisme de K(a,a) dans K(/3,b) induit un isomorphisme de 
K[X]/I dans K[X]/J et done I — J. ' □ 

Dans la suite on montre le cas 2) du Lemme. 

Preuve du cas 2) du Lemme. On definit un homomorphisme differentiel 
de K[y] dans M qui a i/i associe kijUj, le noyau J de cet homomor- 
phisme contient I ( le type de u sur K), car k^ satisfait S. Les condi- 
tions du lemme 9 sont satisfaites, puisque u et au — (kij)u verifie une 
equation differentielle lineaire, les degre de transcendance de K[u]/K 
et de K[au]/K sont done finis et egaux (le determinant de la ma- 
trice (kij) est suppose non nul), alors I = J. On a done un isomor- 
phisme differentiel de K[u] dans K[au] qui a Ui associe Ylj^ij u j- R 
peut prolonger cet isomorphisme aux corps des quotients e'est a dire 
a M = K(u). Ainsi, on obtient un isomorphisme differentiel de M/K 
envoyant Ui sur ^ . kijUj. □ 

Lemme 10. Soit a un automorphisme differentiel de M/K, si on note 
(Cij) sa matrice correspondante. Alors W a = det |CV,| x W. 

Preuve. 

E„ T i (j), v f j =0, ...,n— 1 
djUj, W a = \au] >\ ou j . = l n 

j 

a la jeme ligne et ieme colonne on a auf ^ = Ylk °ik u k ^ 1 & mat- 
trice de Wronsky de au est done egale au produit de la matrice de a 
par la transposee de la matrice de Wronsky de u, en considerant les 
determinants on a bien W a = \cij\W. □ 

Lemme 11. Soit Mi et M 2 deux extensions de Picard-Vessiot de K, 
si le plus petit corps contenant M\ et M2 ne contient pas de nouvelles 
constantes, e'est alors une extension de Picard-Vessiot de K. 

Proof. On remarque qu'on peut plonger M\ et M2 dans la cloture 
differentielle de K. On peut meme plonger le corps compose M\ U M2 
dans la cloture differentielle de K (car Mi U M 2 ne contient pas de 
nouvelles constantes). Soit U\ et m 2 les deux systemes fondamentaux 
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de solutions respectifs de Mi et de M 2 , soit v une parties de la reunion 
de Ui et de u 2 lineairement independantes sur les constantes, et tel 
que tous les conjugues de u\ et de U2 sont combinaisons lineaires de v. 
On considere alors l'equation differentielle lineaire W(X,v)/W(v) qui 
est a coefficients dans K, car si a est un isomorphisme de la cloture 
differentielle de K on a W{aX, av)/W(av) = W(X,v)/W(v), Lemme 
f 0. Mi U M 2 est done une extension de Picard-Vessiot de K. □ 

Lemme 12. Une extension algebrique normale de degre fini est de 
Picard- Vessiot. 

Preuve. Soit u un generateur fini de l'extension. On considere l'equation 
differentielle lineaire W(X, u) /W(u), si a est un isomorphisme differentiel 
de M = k(u) e'est un automorphisme puisque l'extension est nor- 
male, et W(aX, au)/W(au) = W(X,u)/W(u) l'equation est alors a 
coefficients dans K, et u est un systeme fondamental de solutions de 
cette equation. D'autre part M/K a le meme corps de constantes que 
K. En effet, si a est une constante dans M qui n'est pas dans K 
alors a est algebrique sur K, puisque M/K est algebrique, done a est 
algebrique sur C. Seulement C est suppose algebriquement clos, a est 
alors necessairement dans le corps des constantes de K. □ 

Thorme 3. Une extension de Picard-Vessiot est normale. 

Preuve. Soit M = K(u) une extension de Picard-Vessiot de K, M peut 
done etre plongee dans la cloture differentielle de K. Pour tout element 
z de M qui n'est pas dans K il existe done un isomorphisme a de la 
cloture differentielle verifiant crz ^ z. Comme u = (ui,...,u n ) est un 
systeme fondamental de solutions, au est aussi un systeme fondamen- 
tal de solutions, on a: aui = kijUj, oil (ky) est une matrice de 
constantes, a est done un automorphisme differentiel de M/K et le 
theoreme est ainsi demontre. □ 

Lemme 13. Si M est une extension de Picard-Vessiot de K, L corps 
differentiel intermediaire entre M et K, alors M est une extension de 
Picard-Vessiot de L. 

Preuve. M a le meme corps de constantes que L et K, puisque M 
est une extension de Picard-Vessiot de K. Soit v une partie de u 
lineairement independante sur L. On considere l'equation differentielle 
lineaire W(X,v)/W(v). Si o est un automorphisme differentiel de 
M/L, on a W(aX, av)/W(av) = W(x, v)/W(v). L'equation est done 
a coefficients dans L. □ 

Dfinition 8. Pour tout corps differentiel intermediaire L, on definit L' 
comme etant le sous groupe de G de tous les automorphismes differentiels 



THEORIE DE GALOIS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 



15 



gardant L element par element fixe. L' est done le groupe de Galois 
differentiel de M/L. Pour tout sous groupe H de G, on definit H' 
comme etant V ensemble des invariants de H dans M . H' est done un 
corps differentiel intermediate entre K et M . On dit qu'un groupe ou 
un corps est ferme s'il est egal a son double prime. 

Thorme 4. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K , il y a une 

bijection entre les corps differentiels intermediates et les sous groupes 
algebriques du groupe de Galois differentiel de M/K. 

Preuve. Soit H un sous groupe de G, on a alors H' = InvariantH = 
InvH, et H n = G(M/InvH). Montrons que H est Zariski dense dans 
H" . Pour cela, on fait une demonstration par l'absurde. On suppose le 
contraire, il existe done un polynome / en n 2 variable a coefficients dans 
C, corps des constantes, qui s'annule sur H sans toute fois s'annuler 
sur H". On etudie le cas d'une equation differentielle lineaire d'ordre 
2, la methode etant la meme pour tout ordre. 

Soit done M = K(u, v), la matrice de Wronsky de (u, v) etant non sin- 

guliere, soit ^ ^ ^ ^ sa matrice inverse. Soit y et z deux indeterminees 

differentielles sur M. On pose F(y, z) = f(Ay + By', Az + Bz', Cy + 
Dy',Cz + Dz'). On pose y = ou et z = o~v pour o dans H. On a 
alors: F(o~u, o~v) = 0, pour tout a dans H, car / s'annule sur H et non 
sur H" . d'ou F(au, av) n'est pas nul pour tout a dans H" . Parmis les 
polynomes de M[y, z] ayant cette propriete, on choisit E ayant en plus 
le moins possible de termes. L'un des coefficients des monomes de E 
peut etre pris egal a f. 

Pour r dans H, soit E T le polynome obtenu en remplagant dans E les 
coefficients par leurs images par r. On a alors E T (x, y) = tE{t~ 1 x, r _1 y), 
E T (au,av) = pour tout a dans H. De meme E — E T a moins de 
monome que E, puisque l'un des coefficients de E est f. Comme 
(E — E T ){au,av) = 0, pour tout a dans H. II doit etre aussi nul 
pour tout a dans H" . Si E — E T ^ 0, il existerait, done, un element 7 
de M tel que E — a(E — E T ) ait moins de monomes que E, et il serait 
nul pour tout a dans H, et non pour tout a dans H" . Seulement on a 
suppose que E est le polynome le plus court ayant cette propriete. On 
deduit, alors, que E — E T = 0, ce qui veut dire que les coefficients de 
E sont dans H' . On a, done, E(au, av) = pour tout a de H", car les 
coefficients de E sont invariants par les elements de H" . H est alors 
Zariski dense dans H" . 

Soit maintenant L un corps differentiel intermediaire. Montrons que 
L est ferme au sens de la theorie de Galois, e'est a dire L" = L. Le 
lemme 13 entraine que M/L est une extension de Picard-Vessiot, M/L 
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est done une extension normale (Theoreme 3). D'autre part L est inclu 
dans L", s'il existe un element a de L" qui n'est pas dans L on a par 
definition de L", aa = a pour tout automorphisme a de M/L, comme 
M/L est normale il existe un automorphisme r de M/L qui deplace 
a et done ra ^ a, il y a une contradiction et L" est alors identique a 
L. □ 

Lemme 14. 5i x es£ nne indeterminee differentielle, le corps des con- 
stantes de K(x) est le meme que celui de K . 

Preuve. Soit ^ un element irreductible constant de K(x), comme sa 
derivee est nulle, f'g est alors identique a fg'. Soit N et M les ordres 
respectifs de / et de g, si on suppose que N est strictement superieur 
a M, le coefficient du terme d'ordre (N + 1) dans l'equation soit g d d J N) 
est necessairement nul (puisque x est different iellement transcendant 
sur K), comme g est non nul 9 ^{ N ) Vest obligatoirement, f et g sont 
done dans K et j est une constante de K. Supposons que N = M en 
identifiant les monomes d'ordre maximal dans l'egalite f'g = fg'. On 
a ) 9 Qx( N ) = f dxW i comme 9 n ' a P as de facteurs communs avec /, g 
divise alors sa derivee par rapport a X^ N \ est done nul et ^ est 
une constante de K. □ 

Thorme 5. II existe des extensions de Picard-Vessiot pour lesquelles 
le groupe de Galois differentiel est tout le groupe lineaire GL{n). 

Preuve. Soit K un corps differentiel, son sous-corps des constantes 
C est suppose algebriquement clos. Soit M = K (xi, x n ) le corps 
obtenu en adjoignant a K n indeterminees differentielles. D'aprs le 
lemme 14, M ne contient pas de nouvelles constantes. Soit T une 
transformation lineaire non singuliere a coefficients dans C, Txi = 
j c ij x ji c ij e On definit T sur tout M, en decrivant son action sur 

les derivees des indeterminees, Tx^ = J2j CijX^. La transformation 
T, ainsi definie, est done un automorphisme differentielle de M. Si on 
note K le sous- corps de M invariant par toutes les transformations 
du type T, mM^ir^A es t 

une equation differentielle lineaire en y 

W \Xl ) X2 ) ... ) X.n) 

a coefficients dans K, (x\, X2, x n ) est un systeme fondamental de 
solution de cette equation, M est alors une extension de Picard-Vessiot 
de K et le groupe de galois differentiel de M/K est tout le groupe 
lineaire Gl(n). □ 



Quelques definitions. Un groupe algebrique d'automorphismes est dit 
irreductible si son ideal associe est premier. 
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On appelle dimension d'un groupe algebrique irreductible d'automorphisme 
le degre de transcendance de l'anneau par rapport a C. 

On appelle dimension d'un groupe algebrique quelconque la dimen- 
sion du groupe algebrique d'indice fini contenant l'element neutre du 
groupe. 

Dans cette definition C designe le cops des constantes. 

C[x] : l'anneau des polynomes en n 2 variables a coefficients dans C . 

S[x) ; l'ideal associe au groupe algebrique d'automorphismes. 

Lemme 15. Soit K un corps differential, C son sous-corps des con- 
stantes, (ki, k 2 , k r ) des constantes dans un sur coprs differentiel de 
K. Si (ki, k 2 , k r ) sont algebriquement dependantes sur K alors elles 
sont algebriquement dependantes sur C . 

Preuve. Soit f(k\, k 2 , k r ) = une relation polynomiale a coefficients 
dans K. On considere une base de l'espace vectoriel K/C, soit u a . En 
ecrivant / dans la base u a , on obtient / = ^ Q h a u a . Pour montrer que 
h a (ki, k 2 , k T ) = 0, il suffit de prouver que les u a sont lineairements 
independants dans K(k\, k 2 , k r ). Ceci est vrai puisque le Wronskien 
de toute partie fini des u a est non nul. Comme h a est un polynome a co- 
efficients dans C alors (hi, k 2 , k r ) sont algebriquement dependantes 
sur C. □ 

Lemme 16. Si le degre de transcendance de K(u)/K est fini, et si K 
est contenu dans L, on pent alors etendre le type de u sur K en un type 
sur L et si v satisfait ce type on a en plus les degres de transcendance 
de K(u)/K et de L(v)/L sont egaux. 

Preuve. Premier cas: u = U\. 

On note le degre de transcendance de K{u)/K par (K(u)/K). On a, 
(K(ui)/K) est fini, d'apres la propriete du prolongment de type (voir 
jl] ch III ). Le type de u\ sur if a un fils non deviant sur L, si v\ 
satisfait ce type on a: 

(K( Ul )/K) = (L( Vl )/L) 

Deuxieme cas: u = (ui,u 2 ). 

Le type de U\ a un fils non deviant sur L satisfait par t>i, de meme 
le type de u 2 sur K{u\) a un fils non deviant sur L{v\) satisfait par 
t>2, d'apres le theoreme d'aditivite des degres de transcendance on a: 
(K(ui,u 2 ) /K) = (L(v\,v 2 )/L). Si u = (u±, u 2 , u n ), par induction, 
le type de (u±, u 2 , « n -i) a un fils non deviant sur L satisfait par (vi, 
v 2 , de meme le type de u n sur K(ui, u 2 , w n _i) a un fils 
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non deviant sur L(vx, v 2 , satisfait par v n le lemme est ainsi 
prouve. □ 

Thorme 6. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K . La dimen- 
sion du groupe de Galois differentiel de M/K est egale au degre de 
transcendance de M/K. 

Preuve. On remarque que le degre de transcendance de M = K(u)/K 
est fini. En effet u = (u\,U2, • w n ) est un systeme fondamental de solu- 
tions d'une equation differentielle lineaire d'ordre n. Le degre de tran- 
scendance de K(ui,u 2 , ...,Uj)/K(ui,U2, ...,Uj_i) est au plus egal a n. 
D'apres le theoreme d'addivite des degres de transcendance (K(u)/K) 
est au plus egal a n 2 . Soit L une extension de K, si u est un systeme 
fondamental de solutions dans L, on peut etendre le type de u sur K 
en un type sur L, si v satisfait ce type, on a: 

(K(u)/K) = (L(v)/L) 



(Lemme 16) 

On a alors v = Au oil A est une matrice de constantes dans une 
certaine extension de L. Le degre de transcendance de L{v) par rapport 
a L est done egal au degre de transcendance de L(A) par rapport a L 
qui est egal au degre de transcendance de L(A) par rapport a C (d'apres 
le lemme 15) qui est aussi egal au degre de transcendance de l'anneau 
C[AX]/S'[AX] qui n'est autre que la dimension du groupe de Galois 
differentiel de M/K. □ 

Dfinition 9. Soit M une extension de Picard-Vessiot de K. On ap- 
pelle cloture algebrique relative de K dans M la plus grande extension 
algebrique de K dans M. 

Corollaire 1. La composante connexe de I'identite dans G lui corre- 
spond la cloture algebrique relative de K dans M. 

Preuve. La composante connxe Gi de I'identite dans G est le plus 
petit sous groupe algebrique d'indice fini contenant I'identite dans 
G. La dimension de G\ est egale a la dimension de G (voi pQ ch II 
Prop 6.4), comme la dimension de G\ est egale au degre de transcen- 
dance de l'extension M/L (M est une extension de Picard-Vessiot de 
L), l'extension L/K est alors algebrique et e'est la plus grande ex- 
tension algebrique de K dans M, puisque Gi est le plus petit sous 
groupe algebrique d'indice fini contenant I'identite dans G. Dans cette 
demonstration L est le corps differentiel intermediaire entre M et K 
correspondant a la composante de I'identite. □ 
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